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Wyktad 2

Technika cyfrowa

Dr inz. Janusz Dudziak

Plan wyktadu:
L] Konstruowanie wyrazenia kanonicznego sumy i wyrazenia kanonicznego iloczynu
L] Zapis skrécony wyrazenia kanonicznego sumy i wyrazenia kanonicznego iloczynu
. Funkcje bulowskie niezupetne
. Pojecie systemu funkcjonalnie petnego
. Minimalizacja funkcji boolowskiej

° Metoda przeksztatcen formalnych

o Metoda tablic Karnaugha

o Metoda Quine’a-McCluskeya
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Algebra Boole’a

funkcje boolowskie

Definicja. Funkcjg boolowska lub funkcjg przetgczajacg f(xy,...,x,) nazywamy kazde
odwzorowanie

f: D" — {0,1}
gdzie dziedzina funkcji D" € {0,1}" = {0,1}x{0,1} ...x {0,1}

Poniewaz zbior {0,1}" ma 2" elementéw a zbior {0,1} dwa elementy to:
Twierdzenie. Istnieje 22 funkcji przetaczajgcych n zmiennych

Dla funkcji boolowskich zdefiniowane sg operacje +, - , oraz

D" ={0,1}" & f nazywamy funkcjg zupetng.

D" c {0,1}" & f nazywamy funkcjg niezupetna.

W praktyce funkcje niezupetne wystepujg czesto, np. gdy niektére kombinacje
wejsciowe w pracy uktadu nie pojawiajg sie. Fakt ten wykorzystuje sie przy
minimalizacji (upraszczaniu) uktadu cyfrowego.

Algebra Boole’a

funkcje boolowskie

Funkcje boolowskg mozna przedstawi¢ w formie tzw tablicy prawdy
Przyktad 1.
Mamy funkcje T (X, X5, X3) zdefiniowang ponize;

X1 X2 X3 f
0 0 0 0
0 0 1 0
0 1 0 1
0 1 1 0
1 0 0 1
1 0 1 1
1 1 0 0
1 1 1 1
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Algebra Boole’a

funkcje boolowskie

Funkcje boolowska mozna przedstawi¢ w formie tzw tablicy prawdy
Przyktad 2. Tablica prawdy funkcji niezupetnej .

X1 Xo X3 f
0 0 0 0
0 0 1 0
0 1 0 1
0 1 1 -
1 0 0 1
1 0 1 -
1 1 0 -
1 1 1 1

Algebra Boole’a

funkcje boolowskie

W praktyce funkcje boolowskie reprezentowane sg przez wyrazenia boolowskie.
Zwykle istnieje wiele wyrazen boolowskich reprezentujgcych te sama funkcje. Jezeli
X1,..,Xn $8 Zmiennymi boolowskimi to wyrazenie boolowskie bedgce
konkatenacjg wszystkich zmiennych lub ich negacji nosi nazwe iloczynu
elementarnego. (np. dlan=3  X; X, X3, X; X, X3)
Podobnie wyrazenie boolowskie bedgce sumg wszystkich zmiennych lub ich negaciji
nosi nazwe sumy elementarnej. (np. dla n=3 X; +X, +X3, X; +X, +X3)
Jedna wyrézniona forma zapisu wyrazenia nosi nazwe postaci kanonicznej. Istniejg
dwie rownowazne postaci kanoniczne: kanoniczna posta¢ sumy
f(Xqyee0Xp) = T, P;
oraz kanoniczna postac iloczynu:
f(Xqyee0Xp) = iy, S
gdzie |, i 1, sg zbiorami tych indeksow, dla ktorych f(x,...,x,) przyjmuje odpowiednio
wartos¢ 1 lub warto$¢ 0, P, sg iloczynami elementarnymi a S; elementarnymi
sumami.
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Algebra Boole’a

funkcje boolowskie

Sposdb konstruowania wyrazenia kanonicznego sumy uzasadnia twierdzenie
Shannona

Dowolna funkcje boolowska f(xj,...,X,,) mozna przedstawi¢ w postaci:
f (X, Xy0e, X)) = FALL. DX X, X, +
+ (011, 1) X X,..X, +
+ f(LOL,.... L)X Xy..X,, +

+£(0,01,...0)% X,..x, +
+...

+£(0,0,0,...,0)% X,..X,

Algebra Boole’a

funkcje boolowskie

Podobnie jest dla wyrazenia kanonicznego iloczynu

Dowolna funkcje boolowska f(x,...,X,) mozna przedstawi¢ w postaci:

£ (X X X ) = [ F AL D) + X, + Xy 4.4 X ]
TFOLL. )+ X +X, +.t X, ]-
TF @04 1) + X, + X, +. 4 X, ]-
TFOLL. )+ X + X, +.t X, |-

-[1(0,0,0,...,0) + X, + X, +...+ X, ]
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Algebra Boole’a

funkcje boolowskie

X
i

X
9
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Przyktad

PORrRPROROO| —
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PRPOOFR,EFLPOO
PORFRPORFROFrOo

Funkcje boolowskg przedstawiong wyzej opisuje odpowiadajace jej wyrazenie
kanoniczne sumy.

f(X,y,2)=0X XX + 03X + 1XyXXg + 0-XyXoXg + 1-X,30K5 + 1:X,KoX5 + 0:-X,X,%;

+ 1-XXoX5

f(X.Y,2)=R1 X5 + X KoKz + XiXoX3 + XqXoXg

Algebra Boole’a

funkcje boolowskie

X
i

X
9
X
&

Przyktad

PORPROROO| —

PRPRRPPFPOOOO
PFRPOOFR,RRFLOO
PORPOPRFRPORFrO

lub rbwnowazne mu wyrazenie kanoniczne iloczynu

(XY, 2)= (X X Xa) (Xy+ X Xa) (Xy+ X+ Xg) (X + X+ Xg)
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Przyktad XOR

X1 X2

Algebra Boole’a

funkcje boolowskie

X1

Algebra Boole’a

funkcje boolowskie

Przyktad
XN X2 X3 | v o v
0 0 010 Yo = X Xo X3 + X XoXg + X Xo X3 + X X5 Xg
0 0 110
0 1 0 0 X1 X2 X3
o 1 171
1 0 00
1 0 1711
1 1 011
1 1 1]1

W_@Hj
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Algebra Boole’a

funkcje boolowskie

Przyktad
MBIy = 04+ 6)00 X H6) 04+ +36) (%4 )
0o 0 1]0
0O 1 0|0 1 XX
0o 1 1]1
i
1 0 1]1
11 01 ) D
1 1 11 \
)2
S
/
)
Algebra Boole’a
funkcje boolowskie
Przyktad
Y X X1V Ys ZZX2X73+ZX72X3 +X1;2;3+X1X2X3
0 0 0[O0
0 0 1|1
0 1 0]1 X X2 X3
0 1 110
N i
1 0 110
1 1 010
1 1 1711

1
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Algebra Boole’a
funkcje boolowskie

Zapis skrécony
Postac kanoniczna sumy

Xol on );3 yol gi;o dzci)es Y, = szxs + X1;2X3 + X1X2;3 XX X5 =
0O 0 1] 0] o001 1 _ = 3567
0.0 110 oot} 1 =Y (011101110011 2.(3567),
0 1 1|1fou| 3
1000 100]| 4
1 0 1|1|100]| s
101 1| 1 —
11 2 1 11(1) 3 y2 o 2(3’5’6’7)
X1:X21X3

Postac kanoniczna iloczynu

= H (01112’4) X1, X0, X3

y, =]100124), .,

Yo = 061 + %) (% 4% %) (X% + % +X) 0 +%, +X;) =

Algebra Boole’a

funkcje boolowskie

Zapis skrécony
4-bitowy generator bitu parzystosci:
(X1, X5, Xg, X,) = Z(OOOl, 0010, 0100, 0111,1000,1011,1101,1110) =
>(1,2,47,8,11,13,14)
(X1, X5, X, X,) = H (0000, 0011, 0101,0110,1001,1010,1100,1111) =
[1(0.3,5,6,9,10,12,15)

X1, X2, X3, Xg

Zauwazmy
f(ab.c..x)=> KT = H K{%’
gdzie

K® - elementarny iloczyn
K© - elementarna suma
i,k - numery porzgdkowe
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funkcje boolowskie

Funkcje niezupetne

X1 X, X f X, X, Xg f
1(/0 0 1 1 110 o 1 1
210 104" . 3o 1 1 |1
3]0 1 1 1
411 o o 0 411 0 O 0
511 0 1 1 51 0 1 1
6|1 1 O 711 1 1 1
711 1 1

Gdy funkcja jest niezupetna (wystepuja stany nieokreslone) stosuje sie zapis
(X, %5, X5) = Z(lv 315:7)X1’X2_X3 + z @ (276)x1, Xz, X3

Lub analogiczrfigx,, x,, x;) =] J(0,4),, s, «, + ] T (26)s, 1, x,

funkcje boolowskie system funkcjonalnie petny

Definicja

Zbiér funkcji boolowskich nazywamy systemem funkcjonalnie petnym, jesli
dowolna funkcja boolowska daje sie przedstawic jako superpozycja funkcji tego

zbioru oraz statych 0i 1.

Przykiady:

{NOT, AND, OR} _

{NOT, AND} (a+b)=a-b (z prawa deMorgana)
{NOT, OR}

{NAND}

{NOR}

o w NP
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Minimalizacja funkgc;ji
boolowskiej

Minimalizacja funkcji boolowskiej
Minimalizacja funkcji boolowskiej

Cel minimalizacji: realizacja danej funkcji boolowskiej

za pomocag minimalnej ilosci sprzetu.

Kryteria:

* minimalna liczba bramek

* bramki z ograniczonego zbioru (np. tylko NAND i NOR...)
+ unikanie bramek wielowejsciowych

» minimalizacja liczby uktadéw scalonych

* specyficzne uwarunkowania technologiczne
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Minimalizacja funkcji boolowskiej

Minimalizacja funkcji boolowskiej

Metody:

Metoda przeksztatcen formalnych
Metoda intuicyjna

>

Minimalizacja funkcji boolowskiej

Metoda przeksztatcen formalnych

X2

X3

Xy
0 0
1 0
2 0
3 0
a4l 1
5 1
6 1
7 1

f =X X, X5 4+ X X, X + X X X5 4+ X X, X + X X, Xg =

213567,
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Minimalizacja funkcji boolowskiej

Metoda przeksztatcen formalnych

f = 21,3,5,6,7X1X2X3 =
= )_(1)_(2X3 + )_(1X2X3 + Xl)_(ZX3 + X1X2)_(3 + X1X2X3 =
=XX

Ko Xg + X Ko Xg + X X Xg + X X, Xg + X X, Xy + X Xp X5 =

N\ 7 \

=X X (K + %) XX (K +X,) XX (X +Xg) =

=X X3 + X X3 + XX, = Xs()_(l"'xi)"'xixz = X3+ XX,

Minimalizacja funkcji boolowskiej

Minimalizacja — sens techniczny f = Z].,&S,(‘S,?X

1X2X3

f=XX,X; + X X, X,

+ X X5 Xg + X X, X5 + X X, Xg

f =X +XX,
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