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Analiza ztozonych obwodow RLC w stanie

R=2Q; C=05F;
e(t) =10+/2sinat; i(t) =5sin(@t—45"); @=1rad/s

ustalonym
Bkl 2
I U, /] I3 |
em@ @’ !()z c @
l i(t)
) 5 .
E=10e% |=——¢*
V2
Rownania Kirchhoffa
E-ZI1,-RIl,=0 —
l+1,-1,-1,=0 —
|2R—ZC|3 =0 >

|, =10+ j5=1118e/?**
l,=75-j5=9.01e /%"
I, =5+ j7,5=9,01e*%*

L=1H

10=jl,+21,

I, -

_ —j45
=1y ==

21,+j21,=0

U, =1118e"'%
U, =182 37

Analiza ztozonych obwodéw RLC w stanie

ustalonym

Z twierdzenia Thevenina

Galaz AB
f

Obwéd
liniowy

e(t) =10/2sin at
R, =75Q; R, =5Q; R,=5Q;
X, =50; X.=10Q; X, =5Q




Analiza ztozonych obwodow RLC w stanie
ustalonym

e(t) =102 sin at
R, =7,5Q; R, =5Q; R,=5Q;
X, =50; X, =100 X, =50

a) z
Z twierdzenia Thevenina E]R‘ e
—1

Analiza ztozonych obwodéw RLC w stanie
ustalonym

e(t) =102 sin at
R, =7,5Q; R, =5Q; R,=5Q;
X, =50; X, =100 X, =50




Analiza ztozonych obwodow RLC w stanie
ustalonym

e(t) =102 sin at
R, =7,5Q; R, =5Q; R,=5Q;
X, =50; X, =100 X, =50

Z 6 =25+ j10
U, =-15

Z=2,+R,+2=25+j10+75-j5=10+ j5
U Z15 _=3(2-0)

Z 10+j5 5

I ~—134e71%¢

i(t) =—1,34+/2 sin(wt — 26)

Analiza ztozonych obwodéw RLC w stanie
ustalonym. Metoda potencjatéw weztowych

W METODZIE POTENCJALOW WEZLOWYCH jako zmienne przyjmuje sie potencjaty
poszczegdlnych weztéw obwodu okreslane wzgledem jednego arbitralnie wybranego
wezta uznanego za wezet odniesienia (,masy”), ktérego potencjat przyjmuje sie za
réwny zeru. Liczba réwnan w tej metodzie jest réwna liczbie weztdéw niezaleznych jest
wiec znacznie mniejsza niz w metodzie wykorzystujgcej bezposrednio uktad réwnan
otrzymanych w wyniku zastosowania praw Kirchhoffa.

kazdy obwdd liniowy RLC moze byé opisany réwnaniem macierzowym potencjatéw weztowych o
postaci

YV =1,

Y jest macierza weztowa (N jest iloscig weztow niezaleznych), V wektorem niezaleznych
potencjatéw weztowych a |, wektorem pradéw zrodtowych

Yll Y12 YlN V1 Izrl
Y — Y21 YZZ YZN V — VZ IZr — IZrZ
YNl YNZ N YNN VN Ier




Analiza ztozonych obwodow RLC w stanie
ustalonym

Y;; (potozone na przekatnej) nazywane sg admitancjami wiasnymi wezta i

Elementy Y;; (i#)) sa admitancjami wzajemnymi miedzy weztem i-tym oraz j-tym.

W przypadku obwodéw RLC bez zrédet sterowanych admitancja wtasna wezita i-
tego jest rowna sumie admitancji wszystkich gatezi wtgczonych w tym wezle
Admitancja wzajemna dwu weztéw jest rowna admitancji taczacej te wezty
wzigtej ze znakiem minus.

l,r sa rébwne sumie wszystkich pradéw zrodiowych wplywajacych do wezta (ze
znakiem plus) i wyptywajgcych (ze znakiem minus) z wezta

Metoda dopuszcza wystepowanie jedynie zrédet prgdowych. Wystepujace w
obwodzie zrodta napieciowe nalezy zamieni¢ na pradowe.

Analiza ztozonych obwodéw RLC w stanie

ustalonym
Y, -Y, 0
==Y, Y,+Y;+Y, -Y,
0 =Y, Y, +Ys+Y
|22+ Izl
I=|-1,-1,+E)Y, V=Y,
_|26+|z4_E5Y5




Analiza ztozonych obwodéw RLC w stanie
ustalonym. Metoda pradéw oczkowych

W METODZIE PRADOW OCZKOWYCH jako zmienne wprowadza sie prady oczkowe, czyli
prady przypisane niezaleznym oczkom, wystepujacym w obwodzie.

z, E, Ea
—1 = _@_
Iul
Zs lot Z; loz | = Iy
Zo ol
= Iy
lo3 z
i
Otrzymuije sie opis obwodu w postaci uktadu réwnan oczkowych

Zl,=E
0
Z jest macierzg oczkowg (N jest iloscig oczek niezaleznych), | wektorem pradéw oczkowych a
E wektorem napie¢ wymuszajacych

Z, Z, .. Zy Eol :cl
S| 2 Za o Za T
Zai Zys o Zun Eon lon

Metoda pradéw oczkowych

Elementy Z;; nazywane sg impedancjami wiasnymi oczka i-tego. Elementy Zij potozone poza
gtéwng przekatng sg impedancjami wzajemnymi migdzy oczkiem i -tym oraz j -tym.
Impedancja wzajemna dwu oczek przy identycznym zwrocie wszystkich pradéw
oczkowych jest réwna impedancji wspdlinej dla obu oczek wzigtej ze znakiem minus.

E jest rowne sumie wszystkich napie¢ wymuszajacych w k-tym oczku.

Zy Zyp o Iy Ea o

E |
7- Zy Ly o Loy E=| I, = 02

Zyi Zyy, o Ly Eon lon




Analiza ztozonych obwodow RLC w stanie
ustalonym

2 +Z2,+Z+Z -Z, -Z
Z= -z, Z,+Z,+Z, -Z,
—Z -Z, Ze+Z,+2Z,
_Ei Iol
E=|E,-E, =1,
E4 |03
_ -1
I, =EZ

Analiza ztozonych obwodéw RLC w stanie
ustalonym . Zasada superpozyciji

Zasada superpozycji

/% Obwod {,_l\\ B A | obwsd . ° Obwod kJD
J) liniowy ‘\.* )= [\‘Q:.}' liniowy & liniowy N
il | | Te i | Je

N

-

przyktad

I3 R=2Q, C=1F, L=2H

t
; [ Lo Ly . .
et (1) r 120 3L ) i=10V2sin(et +45), w=1rad/s




Analiza ztozonych obwodéw RLC w stanie
ustalonym. Zasada superpozycji

a) i R

‘;‘: : R=2Q, C=1F, L=2H

— 1 1.

@ : L i(t) =102 sin(wt + 45°), w=1rad /s
B e=e Q) ut)=2

o) T it)

I, =1 Yae = j—i/2+1/2+1/2=1+jO5
Znec=08-j04= 2\/0,729*1'2515”
Upc =10e7 -2,/0,2¢717%% 8,94/

U . 180
|1 _ _“RLC :4,47ej(18‘4 180)

~

i, (t) =1+4,474/2sin(at —-162°) A

Analiza ztozonych obwodéw RLC w stanie
ustalonym przy wymuszeniu niesinusoidalnym.

Niech bedzie dana funkcja okresowa f(t),

Jezeli
. funkcja jest w przedziale 0 do T bezwzglednie catkowalna, tzn. .ﬂ f (t)‘dt <©
T
. ma skonczong liczbe maksiméw i miniméw co najwyzej skonczong liczbe punktow

nieciggtosci t,, przy czym w kazdym punkcie nieciggtosci istniejg skoficzone
granice prawostronna i lewostronna, a warto$¢ funkcji w tym punkcie przyjmuje sie
jako $érednig arytmetyczng granicy lewo- i prawostronnej, tj.
ft)=1/2(f(t )+ f(t.))
To funkcje mozna przedstawi¢ w postaci szeregu
fit)=F, +Z Fsin(kat +y,)
Lub k=t

£(t)= A + 3 [Asin(ket) + B, cos(kat)]

Jest to tzw Szereg trygonometryczny Fouriera
to+T to+T 2 to+T

A :? tJ;f(t)dt A, :? ;[f(t)cos(na)t)dt B, :? tJ;f(t)sin(na)t)dt




Analiza ztozonych obwodéw RLC w stanie
ustalonym przy wymuszeniu niesinusoidalnym.

()= F,+ 3 F,sin(ket +y,)

k=1

£(t)= A+ 3 [A sin(kat) + B, cos(kat)]

Obie postaci sg rownowazne

Fk:VAk2+Bk2

A

=arclg -
Vi g B,

Analiza ztozonych obwodéw RLC w stanie

ustalonym przy wymuszeniu
niesinusoidalnym. Przykiad

A
‘.%T J I_;.H | w=2rlT

1%
A = ?:.T'lAdt =2AT,IT

Tl
A = 2 _[Acos(nwt)dt =2a/ k(27KT, /T)
o
B, == j Asin(net)dt =0
TS

T «l2A . T 27
f(t)=2ALt+ Zsin(2kzr 1) |cos(k ==t
©=2A" ZLK (”T)} «Zy




Analiza ziozonych obwodéw RLC w stanie
ustalonym J)rzy wymuszeniu

niesinusoidalnym
f(t)A
1 1
T T t

Jezeli wypetnienie impulséw jest 1:1, tj. T1=T/4

f(t)= 2 + 2A cos(at) — 2—A cos(3a)t) + EZ_)—A cos(5at) — —A cos(?a)t) +..

FIf
2
A

A
2

| I =

0 w 240 3 4w S0 B Tao

a)

Analiza zlozonych obwodéw RLC w stanie
ustalonym Aorzy wymuszeniu
alnym

niesinusoi




Analiza ziozonych obwodéw RLC w stanie
ustalonym J)rzy wymuszeniu
niesinusoidalnym

Analiza zlozonych obwodéw RLC w stanie
ustalonym Aorzy wymuszeniu
niesinusoidalnym

harmonics: 1

N N N’




Analiza ziozonych obwodéw RLC w stanie
ustalonym J)rzy wymuszeniu
niesinusoidalnym

harmonics: 1

N N

Wartos¢ skuteczna napiecia i pradu
niesinusoidalnego.

Niech u(t) i i(t) beda napieciem i pradem sygnatu niesinusoidalnego danego szeregiem
u) =Uy+ > Uy, sin(kat +y,)
k=1
i(t)=1, +Z I, Sin(kat + @)
k=1

Modut wartosci skutecznej napiecia i prgdu dany jest wzorem

l= (S = JUof +Uf +U,[ .
k

1= [ =l +0f +Lf .
k

Wspétczynnikiem zawartosci harmonicznych w sygnale f(x) jest




Moc przebiegu niesinusoidalnego.

Niech u(t) i i(t) beda napieciem i prgdem sygnatu niesinusoidalnego

1T

P= Iu(t)i(t)dt

T
Moc sygnatu jest rowna sumie mocy sygnatéw harmonicznych

P=Ugl,+> U1, |cos o,
K=l

P« jest przesunieciem fazowym pomigdzy prgdem i napieciem k-tej harmonicznej
Podobnie dla mocy biernej

Q=) U1 [sing,
K=1

Rozwiazywanie obwoddw przy
wymuszeniu niesinusoidalnym.

uit) Ug . . .
obwod | _ /T obwad t abw ad t obwod
1 liniowy | = . liniowy |+ Wt linigwy | +.. .+ Uyft) liniowy

a) ]

ut) =Uy+ > Uy, sin(kat +¢p,)

K=1




Rozwiazywanie obwoddw przy
wymuszeniu niesinusoidalnym. Przyktad.

iy R |C1 Li A R =10, R, = 20
L =1H,L, =2H

C,=1/4F,C,=1/2F

e(t) =10+ 20+/2 sin wt +10+/2 sin 26t

w=1rad/s

Sktadowa stata
R4

Rozwiazywanie obwoddw przy
wymuszeniu niesinusoidalnym. Przyktad.

R, =10, R, =20
L, =1H,L, =2H
C,=1/4F,C,=1/2F

e(t) =10+ 20+/2 sin wt +10+/2 sin 26t
w=1rad/s

e(t)

Harmoniczna pierwsza

20 . -
XLl(l) =ol =1 Zrocaz =2= 1 271+ i—4j+2 =333-(1+ j)=4,7e*
()]
XLZ :a)]ljz :2 Ugg :9,4ej45"
o _ _
Xc1 - a)C1 =4 |I(_12) — _Ux(\lf);(l) :4,767145@
X,
Xcz(l) — a;é =2 o Uf\lé a5
2 I& = =4,7¢’

Cc2 . -
i O

c2




Rozwiazywanie obwoddw przy
wymuszeniu niesinusoidalnym. Przyktad.

iy = R =10,R, =20
L =1H,L,=2H

C,=1/4F,C, =1/2F

e(t) =10+ 20~/2 sin wt +10+/2 sin 26t
w=1rad/s

e(t)

Harmoniczna druga

i56° 10 .
(2) _ -j56 (2 _ _ j29,6
XL1(22) =l =2 Zpyeo, =111 =>17= 715_'_0175]. =537e
X, =aob,=4 UffB) 597617
1
X..® = =2 @) _
C1 Ct)Cl ||(_22) — U AB(z) 21’49671116
1 X0
Xcz(z) — -1 , u®@ o
oG, 16 =— Sy =5.07¢!

c2

Rozwiazywanie obwoddw przy
wymuszeniu niesinusoidalnym. Przyktad.

Wartosci skuteczne

|E| = V10 + 207 +10 = 24,5V
I|= /4,77 +537% =713A

I

les| = /4,72 +2,98% =557A
1| =477 +1,49% = 4,93A

leo| = /4,72 +597% = 7,62A
[leal




ANALIZA ZLOZONYCH OBWODOW RLC
W STANIE NIEUSTALONYM

Analiza ztozonych obwodéw RLC w stanie nieustalonym

. stan ustalony, charakteryzujacy sie tym, ze posta¢ odpowiedzi jest
identyczna z postacig wymuszenia (na przyktad, przy wymuszeniu
sinusoidalnym odpowiedz ustalona jest rowniez sinusoidalna o tej samej
czestotliwosci, cho¢ innej fazie poczatkowe;j i innej amplitudzie),

. stan nieustalony, w ktérym przebiegi czasowe odpowiedzi majg inny
charakter niz wymuszenie (na przykfad, przy wymuszeniu statym odpowiedz
obwodu jest wyktadniczo malejgca lub oscylacyjna.

Wiasnosci obwodu w stanie ustalonym sg nazywane wtasnosciami statycznymi

Wiasnosci obwodu w stanie nieustalonym sg nazywane wtasnosciami
dynamicznymi

Przyczyna powodujgca zaktdcenie stanu ustalonego obwodu jest zmiana
parametrow lub schematu. Taka zamiana zachodzgca w pewnej chwili jest
nazywana komutacja. Zaktada sie, ze zmiana zachodzi w zerowym czasie i
pomija sie zjawisko tuku




Analiza ztozonych obwodéw RLC w stanie
nieustalonym

Prawa komutacji

. Zasada ciggtosci strumienia skojarzonego z cewka (zasada ciaggtosci prgdu
cewki)

¥(0)=¥(0")
H -\ __; +
i (07)=i.(0%)
. Zasada ciggtosci tadunku elektrycznego (zasada ciggtosci napiecia na
kondensatorze)

q(07)=q(0")
u_(07)=u.(0")

wielkosci nie zwigzane z zaleznosciami energetycznymi - prad kondensatora,
napigcie cewki, prad i napigcie na rezystorze mogg zmieniac¢ si¢ w sposob
skokowy podczas komutacji. Wartosci, jakie przybierajg tuz po komutacji,
wynikajg badz z praw Kirchhoffa, badz z prawa Ohma.

Analiza ztozonych obwodéw RLC w stanie
nieustalonym

di, _

Ri, +L E
dt

Rozwigzaniem tego réwnania jest suma sktadowej ustalonej i sktadowej nieustalonej
=1, +l,
i di
i -E. Ri, +L—2=0
“ R dt




Rozwm[zxwanie uktadéw réwnan
liniowyc

* Réwnania liniowe jednorodne o statych wspoétczynnikach

a,y? +a,y"+ .. +ay +ay=

Zaktadamy, ze funkcja postaci , Y(X) =e” gdzie r jest liczbg rzeczywistg lub zespolona, jest
rozwigzaniem powyzszego réwnania. Woéwczas

1
a,r+a,r+...+ar +a,=0

Roéwnanie to nazywamy réwnaniem charakterystycznym réwnania liniowego jednorodnego a jego
pierwiastki nazywamy pierwiastkami charakterystycznymi tego réwnania.

—Jezeli Tl sg dwoma réznymi pierwiastkami rzeczywistymi réwnania charakterystycznego,
to funkcje Y, (X) =e"* j Y (X) =g"¥ sg dwoma liniowo niezaleznymi rozwigzaniami
— Jezeli r jest rzeczywistym pierwiastkiem k-krotnym réwnania charakterystycznego, to funkcje
y(x)=e™, y(x)=xe™, .. ,y(X)= xKTe™ sg liniowo niezaleznymi rozwigzaniami rrij.
—-Jezelir=¢ +ﬁi jest pierwiastkiem zespolonym réwnania charakterystycznego (tym sawy
r"=q—ffi lestpierwiastkiem tego réwnania), to funkcje Y, (x) =e*sin X Y, (X) =€ cos X

sa dwoma liniowo niezaleznymi rozwigzaniami rrlj.
-Jezeli =« -*Fﬂi jest k-krotnym pierwiastkiem zespolonym réwnania charakterystycznego (tym

samym [ =« —l[)’i jest k-krotnym pierwiastkiem tego réwnania), to funkcje
y(x)=e™sin g, y(x)=xe™singx, .. ,y(x)=x""e™sin X
y(x) =e™cos X, y(x)=xe™cos X, .. ,y(x)=x*"e™cos /X

sa liniowo niezaleznymi rozwiazaniami rrlj

Analiza ztozonych obwodéw RLC w stanie
nieustalonym

Ri, + L9 _ g
dt

Rozwigzaniem tego réwnania jest suma sktadowej ustalonej i sktadowej nieustalonej

i=i,+i,
d'
i -E. Ri, +L—"=0
“ R dt
Réwnanie charakterystyczne
R+Ls=0 = 5:—B
L
-R,
i,=Ae"




Analiza ztozonych obwodéw RLC w stanie
nieustalonym

di, _

Ri, +L E
dt

Rozwigzaniem tego réwnania jest suma sktadowej ustalonej i sktadowej nieustalonej

i:ip+iu
E. R
quﬁy IperL
W chwili t=0 i=0
|p=—|u=—E 2A=—E
R R
. E .
i=—(0-et
R( )

Analiza ztozonych obwodéw RLC w stanie
nieustalonym

L
T= E jest statg czasowg uktadu.

Wobec tego i1 h

. Bt -~ oa . : : )

. E - T i | i i
i=—(1-e") 08} --- - S A ey SO S
R 0 i . , ' i

T2 1 I : |

0Bf--Fr---75----- escas TEEEES P i

po uptywie trzech statych czasowych : o0 : , : !
prad cewki uzyskuje ok 95% aalf/al R R I beoons i
swojej wartosci ustalonej, a po 5 0 0 0 0 0 ¢
statych czasowych —az 99,3%. 02 L [ . e beeoee !

i Drlnidry

] 1 | 1 | 1 |

0 1 2 3 4 & B




Analiza ztozonych obwodow RLC w stanie

nieustalonym

napiecie na cewce jest réwne.

d  ER — _ -
=L——e"=Ee-’
d¢ RL

Analiza ztozonych obwodéw RLC w stanie

nieustalonym

Rozwigzaniem tego réwnania jest suma sktadowej ustalonej i sktadowej nieustalonej

. di, . R,
R|p+LE=O = |p=AeL
W chwili t=0
I E :AzB

R R

-R
|:UﬁeTI

_t di
uy=Uer U =L-=-Uer

it

0 L em
o.s
0.8 [ 4

o4 -

0.2 |---3ch




Analiza ztozonych obwodow RLC w stanie

nieustalonym
R
—oNo
— i du
Ug B RC—S+u, =E
ORI

e(t)=E ’

Rozwigzaniem tego réwnania jest suma sktadowej ustalonej i sktadowej nieustalonej
_ duc
Ue =Uc, +Uc, U, =E RC— " +u, =0
Roéwnanie charakterystyczne ma posta¢ RCs+1=0 a jego pierwiastkiem
1
Jest 5=7 RC -
N . U =Ae R
Wobec czego rozwigzanie ma postaé p
_t
— — C
Ue =Uc, +Uc, =E+Ae ¥
t

_ — _p@ RC

U.(07)=u.(0) = A=-E Uc(t)=E(@-e )

Analiza ztozonych obwodéw RLC w stanie

nieustalonym
R
—No
ic
O
7=RC jest statg czasowg uktadu RC. e(t)=E ’ }
Wobec tego
_t
uc(t)=E(—e 7) vl ylg i
a8 e
po uptywie trzech statych czasowych ' e
napiecie na kondensatorze (1) =) R A - - N TR !
uzyskuje ok 95% swojej wartosci ; 3 : :
ustalonej, a po 5 statych czasowych (L3 O Bl Pomee go==ss Pt Pt !
—99,3%. : : : ] : ]
| e S
! ! Tlerd<ri !
D 1 1 1 | 1 ]

0 1 2 3 4 5 5}




Analiza ztozonych obwodéw RLC w stanie
nieustalonym

Prad w obwodzie jest rowny. sn=E ’
. du. E %
i,=C—%=—e-"
d R

it q
0.8
0.6
0.4

0.2

Analiza ztozonych obwodéw RLC w stanie
nF!eustannvm. rzyktad 1.

ROit) =1 =2mA R =10k, C =10F

ug =i(t)R =20V
Ue, =i(t)R/2=10V

R du,
2 dt

du
c
Réwnanie Ue + C =0 Ue + 0,05—t =0
—20t
Réwnanie charakterystyczne 1+0,05s=0=s=-20 rozwigzanie rownania ucp =Ae

Ug (t) = U, (t) +uc, () =10+ Ae™™

U (t) =10(1+e7™) 7=0,05s
U (01)=20=>10+ A=20= A=10 <




Analiza ztozonych obwodow RLC w stanie
nieustalonym. Przykiad 2.

Ry
7YiL
o0 Ri IR 35 e(t)=20v2sin(t);R =20 R, =50; L = 2H
w=1
Z =joL=j2
Z,, - 2-]_2 _ ngl—j)_ 1]
2+j2 @+ -
_ Zy _ 1+j _js4s _ f .
I, =E AT 20— T 2,327 = j (t) =2,32+/2sin(t—545")
i, (07)=2,32-4/2-(-0,81) i, (t)=0
Analiza ztozonych obwodéw RLC w stanie
nieustalonym. Przykiad 2.
R
T tILp
p i, (07)=2,32-/2-(-0,81) =—2,67
Ry R oL
f i, (1)=0
Réwnanie rézniczkowe
Ldiﬂ+72|:\>1R i, =
dt 2R, +R "
di, 5.
o O
Réwnanie charakterystyczne $+5/6=0=>s5=-5/6
in(t): Ae—5/6[

i, (0)=i,(07)=—267= A=-2,67

i, () =—2,67¢ %

di (¥

U,t)=L——=
Lp() dt

=2.(2,67-5/6)e>'" = 4,45




